Las flores matematicas

Por: Francesca Santoro

Recuerdo haber visto de pequeiia, camino al
sur, un campo de grandes flores amarillas,
todas orientadas hacia el mismo lado. ¢Qué
son? pregunté, “Girasoles”, me respondieron.
“Se llaman asi porque su flor sigue la direccion

|”

del sol”. Sorprendente. Pero eso no es lo Unico

sorprendente.

Su nombre cientifico es Helianthus annuus vy
tiene otros nombres comunes como maravilla o
mirasol. Es originaria de América y tiene fines

alimenticios, oleaginosos y ornamentales. Los
aztecas e Incas utilizaban el girasol como un simbolo que representaba a la deidad del sol

Efectivamente el nombre Girasol se refiere a que la flor gira segun la posicion del sol (heliotropismo). El
nombre mirasol es mas preciso porque indica que tiene fototropismo positivo, es decir, gira hacia donde
estd la luz. Esto ocurre cuando la planta es joven, cuando madura queda en posicidn fija hacia el levante.

Las semillas del girasol se encuentran distribuidas en forma de espiral rodeadas de pétalos. El orden de
las semillas no es aleatorio, siguen un patron matematico, estrechamente relacionado con la Sucesidn de
Fibonacciy Espirales Logaritmicos. ¢ Por qué? A continuacién, lo descubriremos.

1 Foto sacada de http://www.ecoosfera.com/2012/09/las-matematicas-dentro-de-los-girasoles/



Sucesién de Fibonacci, Razén de Oro y Angulo Aureo

Leonardo de Pisa? (Leonardo Pisano Bogollo, 1170 a 1250), mejor conocido
como Fibonacci, que significa “hijo de Bonaccio”, fue uno de los mas
grandes matematicos europeos de la Edad Media. Nacid en Pisa, pero vivié
en Bougie, Argelia, por el trabajo de su padre en una fabrica mercante. Fue
en ese lugar donde el joven Fibonacci recibié su primer entrenamiento
matematico con profesores musulmanes. Reconocié rdpidamente la
enorme superioridad del sistema decimal Hindu-Arabico (el que usamos
actualmente) por sobre el torpe sistema Romano todavia utilizado en su
pais. Los argumentos de su libro “Liber abaci” (que significa “Libro del

__ Abaco”, escrito en 1202) causaron muy poca impresion
en los comerciantes italianos de su época, pero posteriormente fue el trabajo mds
influyente para introducir el sistema Hindu-Ardbico en occidente.

Hoy en dia es ampliamente recordado por la secuencia numérica que aparecia como
un problema trivial del libro Liber Abaci, a la cual en el siglo 19, el matematico francés

Edouard Lucas, llamd la Sucesién de Fibonacci.

3 p4gina del libro Liber Abaci.

El problema que Leonardo escribié fue el siguiente: Suponga que un par de conejos adultos se colocan al
interior de una caja para reproducirse. Asuma que los conejos empiezan a reproducirse dos meses
después de su propio nacimiento produciendo sélo una pareja macho hembra y que tienen a esta pareja
al final de cada siguiente mes. Si ninguno de los conejos muere, écuantos pares de conejos van a haber
encerrados al cabo de un afio?

El grafico muestra lo que sucede durante los primeros cinco meses. La secuencia es 1, 2, 3, 5, 8... donde
cada nimero, como Fibonacci lo hizo ver, es la suma de los dos nimeros que lo preceden. Al cabo de un
afio, entonces, la cantidad de pares de conejos es de 377.

2 Foto sacada de http://es.wikipedia.org/wiki/Leonardo_de_Pisa
3 http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/04/Liber _abbaci_magliab_f124r.jpg



Al final del mes Cantidad de pares

Grafico de arbol para los conejos de Fibonacci

Fibonacci no investigd la serie y no se hicieron estudios mds serios hasta el siglo
19, cuando se comenzd a trabajar en ella y sus estudios se multiplicaron tanto
como la serie. Lucas llamé a la serie de numeros, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... la
Sucesidn de Fibonacci, la cual se puede escribir como:

Fn=Fn1+Fn2 [1]

Fn es el nimero n en la sucesidn de Fibonacci.
Fn1 €s el nUmero que lo precede.
Fn2 es el nUmero que precede al anterior.

Esta sucesién ha intrigado a matematicos por siglos, en parte porque ha sido
encontrada en lugares inesperados.

Seguramente una de las propiedades mas notables de la serie de Fibonacci es
que la razén entre dos numeros consecutivos es alternadamente mayor y
menor que la Razén de Oro y a medida que la serie avanza la diferencia es cada
vez menor; en el limite las razones se acercan a la Razén de Oro. Por ejemplo:
3/2=1,5;5/3 = 1,666; 8/5 = 1,6; 13/8 = 1,625 ... 12.586.269.025/7.778.742.049
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= 1,61803. La Razén de Oro es un numero irracional famoso: 1,61803 que se obtiene al dividir en 2 la

suma de 1 con la raiz cuadrada de 5.
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A continuacién se muestra el grafico con la convergencia de la razén de los nimeros sucesivos de
Fibonacci a la Razén de Oro:
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Existe el también llamado Angulo Aureo, descrito de la siguiente forma:

Si tomamos dos segmentos a y b de manera tal que se cumpla la siguiente igualdad:

a_a+b 3
y =2 [3]

Si resolvemos esta ecuacién suponiendo que a es mayor que 0 y teniendo en cuenta que la solucién de
una ecuacién de segundo grado esta dado por

_ —b" +Vb? = 4a’c 4
x=— (4]

urn

(Llamamos a “a” y “b” de esta ecuaciéon como “a’ ” y “b’ ” para que no se confundan con los segmentos a
y b de nuestra proporcion).

a? = ab + b? [5]
a’?—ba—b?>=0 [6]
Donde a’=1, b’=—byc=-b?
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Luego tomamos los extremos de a+b y los unimos formando un circulo de perimetro a+b y radio r.

a+b
- i

El dangulo o que se forma en las uniones del segmento a y b se calcula de la siguiente forma:

La longitud del arco de la circunferencia b es igual al radio multiplicado por el angulo a en radianes

b=r Xa
perimetro = a+ b = 2nr
_a+t b
"= 21
_ b _ b _ 2mh
“TFTa+b a+ b
2n
Como de [8] tenemos que
a
b=—
@
21ma

21
a= (p(a—-i-b) = ? = 2,39963 radianes

2,399963 x 180°
a= =137,51°~137,5°

T
Angulo Aureo es de 137,5°.

Existe mucha literatura sobre la aparicién de la Razén de Oro, la Secuencia de Fibonacciy el Angulo Aureo

en el crecimiento orgdnico (naturaleza).

[10]
[11]

[12]



La apariciéon mas llamativa es en el arreglo en espiral de las semillas en la cara de ciertas variedades de
girasoles.

Existen dos sets de espirales, uno en el sentido horario y otro antihorario. El nimero de espirales de los
dos sets es diferente y tienden a ser dos nimeros de Fibonacci consecutivos. Los girasoles en promedio
tienen 34 y 55 (Fs y F1o), algunos girasoles gigantes tienen 89 y 144 (F11 y F12) y se han encontrado algunos
con 144y 233 (F1o y F13)

Girasol con 55 espirales en sentido antihorario
y 89 espirales en sentido horario

Si usamos el Angulo Aureo aproximado en 137,5° y hacemos el siguiente ejercicio:

(2

Aparece la primera semilla y la dibujamos en el angulo 0° y la llevamos al centro.
Aparece la segunda semilla. La dibujamos en 137,5° con respecto a la primera y la llevamos al costado de

la primera.
Aparece la tercera semilla. La dibujamos en 137,5° con respecto a la anterior y la llevamos a un costado
de la segunda.

4 http://101gs-media.s3.amazonaws.com/largethumbs/450-sunflowers-consulted-fibonacci-for-
optimization.jpg



Asi sucesivamente con las siguientes semillas que van apareciendo.

Si continuamos haciendo lo anterior obtendremos la siguiente figura®:

Que resulta ser la forma mas compacta en la que se puede agrupar un conjunto sobre un plano. Y es por

esta razén que la naturaleza utiliza esta estructura, es la mas eficiente.

Aqui hay algunos ejemplos de espirales con diferentes dngulos®:
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Esto sucede en muchas otras plantas y flores. Crecen en espirales, desde el centro hacia afuera. Por
ejemplo en un tallo, las nuevas hojas salen con este angulo para que éstas no bloqueen el sol de las

5 Imagen obtenida de: http://fibonacci.ucoz.com/index/ang/anglo-9
8 Programa de http://demonstrations.wolfram.com/PhyllotaxisSpirals/




anteriores, o para cubrir el maximo de superficie para recibir lo mas posible de lluvia. Y en la naturaleza
evolutiva han sido las especies mas eficientes las que han sobrevivido. Lo increible es que un angulo fijo
puede producir un disefio dptimo sin importar cuan grande crezca la planta

Espiral Dorado

Pero eso no es todo. En los girasoles también estan presentes los espirales logaritmicos. Todo proceso
que gira a tasa constante pero crece o se mueve con una aceleracidon constante va a generar un espiral
logaritmo Unico.

En la expresidny = a™, se dice que m es el logaritmo de y de base a, es decir el logaritmo de un nimero es
el exponente de una potencia al que debe elevarse la base para obtener dicho nimero. Por ejemplo el
logaritmo de base 5 de 125 es 3 porque 125 =53,

El uso de logaritmos permite simplificar cdlculos complejos de gran cantidad de datos.

Una espiral logaritmica, espiral equiangular o espiral de crecimiento es una clase de curva espiral que
aparece frecuentemente en la naturaleza.

El término lo acufié por primera vez Pierre Varignon, fue estudiada por Descartes y Torricelli, pero quien
la estudid en profundidad fue Bernoulli, que la llamé “Spira mirabilis” (la Espiral Maravillosa).

La férmula del espiral logaritmico en coordenadas polares’ (r, 0) es
r = ab® [15]

Donde r es el radio, a es un factor de escala que determina el tamafo del espiral y b controla cuan fuerte
y en qué direccién esta enrollado el espiral.

En términos logaritmicos la férmula se escribe como:

r
0= logba [15]

De ahi su nombre.

Si lo queremos expresar en términos paramétricos para dibujarlo en un sistema cartesiano:

7 La notacion polar se refiere a un sistema de coordenadas bidimensional en el cual cada punto del plano
se determina por una distancia y un angulo, ampliamente utilizados en fisica y trigonometria.



x(0) = rcos(8) = ab? cos(0) [16]
25T TR y(6) = rsen(8) = ab¥sen(9) [17]

A
v

Uno de los espirales logaritmicos es el Espiral Dorado cuya razén de crecimiento estd relacionado con ¢.
Este espiral aparece en nuestro girasol.

Recordemos que una espiral logaritmica estd dado por:
r = ab?

En el caso del Espiral Dorado b = e, cuyo valor se relaciona con ¢ cuando 0 es de 90° y “e” es la contante
matematica aproximada a 2,71828, base del logaritmo natural. Es decir, la férmula para el Espiral Dorado
es

r = ae‘? [18]
En términos logaritmicos
1 T
6=—In (E) [19]

Siendo e la base del logaritmo natural, a es una constante real positiva y c es tal que cuando el angulo 0
es un angulo recto:

ecerecto = [20]
Por lo tanto, ¢ se encuentra determinado por
In
c= 1% 21]
grecto

El valor numérico de c depende de si el angulo 6 es medido en grados o radianes; como ¢ puede tomar
valores positivos o negativos segun el signo de 6 lo mas sencillo es indicar su valor absoluto:

Inp
[c] = 50 = 0,0053468° [22]

[c] = = 0,306349 radianes [23]



En términos paramétricos para poder dibujar un espiral en un plano cartesiano:

x(8) = rcosd = a x e? x cos@ [24]

y(6) = rsenb = a x e® x send [25]

Siendo ¢ = 0,0053468° ([22]).

Por ejemplo, dibujemos un Espiral Dorado con a=0,001

El espiral es el siguiente?:

IS
D

®
(o)

El Espiral de Oro se encuentra presente en la naturaleza y como no en nuestra flor matematica, el girasol.

8 Archivo Excel para dibujar Espirales bajado de http://timwolverson.wordpress.com/2014/02/08/plot-a-
fibonacci-spiral-in-excel/



Espiral Dorado presente en un girasol

Existe también en Espiral de Fibonacci que es muy parecido al Espiral Dorado, incluso algunos autores se
refieren a este como el Espiral Dorado. Su similitud es tal que también se dice estd presente en la
naturaleza. Para dibujar un Espiral de Fibonacci, se parte de rectangulos con la proporcién del Nimero de
oro. Tal como muestra la siguiente imagen.




¢, Cémo dibujar un Espiral deFibonacci?

Comlenza con un cuadrado perfecto Céortalo por la mitad DIbuja una dlagonal al lado opuesto Dlbuja un arco usando esa |inea como radlo
de lado a
i I I
1 2 3 |- 4 |
Extiende una linea desde el cuadrado Dibuja una linea perpendicular desde ese punto Completa el rectangulo desde el cuadrado con el lado
orlglnal hasta el arco largo b.
| I
5 | 6 | 7
b ¢Quleres crear un Esplral de Flbonaccl? Observa el rectangulo que queda al costado del cuadrado
Recuerda el primer cuadrado
HAS CREADO UN RECTANGULO DE ORO
al/b =@ = Rozén de Oro = 1,61803
8 9 10
Es una verslon mas pequefa del rectangulo de oro Podemos dlbujar un cuadrado Y podemos segulr para slempre
10 10 10
Si hacemos una arco en el primero cuadrado Y lo repetimos en cada cuadrado... obtenemos el ESPIRAL DE FIBONACCI
b N \ [
10 10 10




Si bien es comprensible que la naturaleza se ha desarrollado en forma eficiente, adaptdndose a su
entorno y buscando las formas de estructuras que le permitan optimizar la energia que requiere para su
desarrollo, resulta sorprendente cémo la Sucesién de Fibonacci, que surgié de la simple idea de generar
el siguiente nimero a partir de la suma de los dos anteriores, esté presente en el girasol de diferentes
maneras.

Al empezar este trabajo, pensé que iba a ser mucho mas simple, nunca me imaginé que los girasoles, que
a primera vista son solo sorprendentes porque siguen al sol, podia esconder tantas relaciones
matematicas, como una secuencia escrita hace tanto tiempo y numeros, dngulos y espirales que se
infieren de ésta. Todo esto lo hacen para ser mas eficientes, ya que como dije anteriormente, solo los
seres vivos que se adaptan mas facilmente al ambiente sobreviven.

El conocer las matematicas de la naturaleza, como en este caso de los girasoles, nos permite utilizar esos
modelos en creaciones humanas, para hacerlas 6ptimas desde diferentes puntos de vista. Como por
ejemplo el almacenamiento y la distribucién de la informacién, en la cual se usa la sucesion de Fibonacci
como parte de su disefo, pero eso queda pendiente para otro trabajo.
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